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Аннотация.  В  статье  изучаются  две  классические  задачи
Штурма–Лиувилля с различными краевыми условиями. Доказывается
полнота  систем  собственных  функций  в  пространстве  L₂(0,  π).
Приводятся собственные значения и соответствующие собственные
функции,  а  также  обсуждаются  ортонормированность  и  полнота
данных систем.
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ON THE COMPLETENESS OF EIGENFUNCTIONS OF AN
ASYMMETRIC STURM–LIOUVILLE PROBLEM

Abstract. This article studies two classical Sturm–Liouville problems
with  different  boundary  conditions.  The  completeness  of  the  systems  of
eigenfunctions  in  the  space  L₂(0,  π)  is  proved.  The  eigenvalues  and
corresponding  eigenfunctions  are  presented,  and  the  orthonormality  and
completeness of these systems are discussed.
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Введение. Задачи Штурма–Лиувилля занимают центральное место
в  теории  дифференциальных  уравнений  с  частными  производными,
спектральном  анализе  и  математической  физике.  Собственные
функции таких задач образуют ортонормированные системы, которые
используются  для  разложения  функций,  решения  краевых  задач  и
построения  математических  моделей.  Особый  интерес  представляет
исследование  полноты  систем  собственных  функций  в
несимметричных вариантах задач Штурма–Лиувилля, где классические
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методы  требуют  уточнения.  В  данной  статье,  на  основе
представленного  материала,  рассматривается  одна  из  таких  задач,  а
также  приводятся  дополнительные  литературные  источники,
расширяющие теоретическую основу.

Рассмотрим следующую задачу Штурма–Лиувилля:

(1)

Собственные функции задачи (1) имеют вид

(2)

Лемма. Система функций (2) ортонормирована и полна в L₂. 
Доказательство.  Вычислением  проверяем  ортонормированность

системы функций. При :

Для доказательства полноты воспользуемся следующей теоремой:

Теорема.  Необходимым  и  достаточным  условием  полноты

ортонормальной  системы  -функции    во  всем  классе  
является выполнение соотношения [1]

Тогда необходимо доказать равенство
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сначала вычисляем этот интеграл

находим квадрат полученного результата

теперь находим значение внешнего интеграла

Используя  формулы  [6] и
стандартные преобразования, получаем требуемое равенство.

Следовательно,  система  собственных  функций  задачи  (1)  является
полной.
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